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Abstract: Defined betwen two Hilbert spaces (X, (- [ -);) and (Y, (-|-),), the Hilbert-Schmidt operators are
summarily introduced by almost all of authors. There are defined in the sommability context of the familly
double into [0, +oo[ as we can see it in this text. We have proved that in the final dimension, those operators
are confused with the final row operators and they are called compacts. However in the infinite dimension, the
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dimension and the fact that the space (X (.1].),) is separable or no separable.

Keywords: Représentation du spectre, opérateur de Hilbert-Schmidt, espace de Hilbert.

Digital Object Identifier (DOI): https://doi.org/10.5281/zenodo.15059059

1 Introduction

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont d’aprés AMBLARD, [2022] ; CHEBLLI, [2021] ; BOUMENAKH, [2020] ;
GUELFAND, [1967] ; GHERARA,[2019] et AMANA, [2012], une classe d’opérateurs définis essentiellement
entre des espaces de Hilbert. Ces derniers constituent un domaine fondamental des applications de 1’analyse
fonctionnelle a la physique et aux sciences de I’ingénieur (SCHWART [1970] ; GIRAULT, [2022] ).

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel X muni d’un produit scalaire (. |.), qui est de plus complet pour la
norme ||. || associée au produit scalaire.

Comme tout espace vectoriel posséde une base vectorielle, tout espace de Hilbert admet, lui, une base hilbertienne
[GHERARA, [2019]]. C’est une famille {e; : i € I } dans I’espace X et vérifiant les propriétés:
- lafamille (e;);e; €st orthonormée.

- le sous-espace M engendrée par la famille (e;);c; est dense dans X.

La représentation spectrale ou plus généralement la théorie spectrale est la théorie étendant & des opérateurs définis
sur des espaces fonctionnels généraux, la théorie élémentaire des valeurs propres et des vecteurs propres des
matrices ((CARMONA, [2022]; GIRAULT, [2022]; CHIANI, [2019] ; XIMING, [2020] ] ). Donc, dans ce travail
il est question de voir comment se présente la représentation spectrale des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
L’¢étude de ces opérateurs requiert deux approches. On se limite:
- Soitaux espaces de Hilbert séparables [MARTIAS, [1981]] auquel cas on parlera des séries convergentes;
- Soit aux espaces de Hilbert quelconques [GIRAULT, [2022]] ou I’on recourt généralement a la notion
des familles sommables.
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Etant donné que la théorie de sommabilité est un concept plus fort et globalisant que celle des séries convergentes,
les points traités ci-dessous visent les espaces de Hilbert quelconques.

2 Operateurs Bornes

2.1  Définition 2.1

Soient (X, II.111) et (Y, I.I12), deux espaces vectoriels normés sur le méme corps F = R ou C. On appelle un
opérateur borné T: X — Y, toute application linéaire continue sur X a valeurs dans Y.

Onnote LC(X,Y)= {T:X — Y, tel que T est linéaire et continu }

2.2 Théoréme (critéres de continuité d’une application linéaire) 2.2
Soient (X, II.I11) et (Y, II.II2), deux espaces vectoriels normés sur le méme corps F = R ou C. Etant donné un
opérateur lingaire T : X — Y, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T est uniformément continu sur X [pour [I.II11 et l.2]

(2) Testcontinusur X [pourz, etz,]

(3) T est continu en 0 = origine [pour Ty, et Ty, ]-

(4) L’ensemble A = {|ITX)Il, : x € X et |[x][; <1} est majoré dans R c’est-a-dire T est borné sur
B (6,1, X II.1I,) pour Il.I12.

(5) L’ensemble E= {[T®)Il, : x € X et [Ix]l; =1} est majoré dans R c’est-a-dire T est borné sur
S, 1,X|I11,) pour ILI2.

(6) L’ensemble M = {M :x €EX et x # 6} est majoré dans R.

lIxIl1
(7) Aréelc>0tel que ITX)N2 <clIxll1 VX €EX.
(8) 3 w € Xtel que T est continu en ®.

Ce résultat est trés connu. Pour la démonstration, nous nous référerons a (CARTAN [1967] et CHATTERIJI
[1998]).
3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Dans cette section, nous définissons ce qu’on entend par un opérateur de Hilbert-Schmidt.

3.1 Proposition 3.1

Soit T € LC(X,Y). Considérons {e; : i € I} une base hilbertienne de X et {uy : k € K} une base hilbertienne de Y.
Alors la famille double (I|(Te;|u),ull3) ek = ((Teilwe) 2 1*) ek est telle que :

Z(D(Teilukw)=Z(Z|(Teiluk>2|2>= D I(Teilug,l? < +eo
(1,k)elxK

el \keK keK \'iel
De plus Z(i,k)EIXKl(Teiluk)zlz = Yialll Teill3

Preuve :
1. 1l suffit de poser (I(Te;lup),l?)dwenxk = (aij)(ij)ax] et appliquer le théoréme de Fubini pour les

sommes pour avoir le résultat [CHATTERJI,,[1997] ]

2. Concernant la somme ¥ erxkl (Teilu),1? = Xieil Te;ll3, c’est I'application de I'identité de Parseval
[CHATTERJI, [1998] ] et du théoréme de sommation par paquets [BOUVIER, [1971],et SCHWART ,
[1970] 1.

Comme nous le voyons ; cette somme Yl Te;l|3 peut étre finie ou infinie. Qu’explique-t-elle lorsque’elle
est finie ? C’est ce que nous verrons dans la suite.

3.2 Proposition 3.2
Soit T € LC(X,Y). Considérons {e; : i € I} une base hilbertienne de X et {uy : k € K} une base hilbertienne de Y.
Alorsona:
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DlITens = ) I

i€l keK

Preuve :
VX €EXetVy€eY,dapres I'identité¢ de Parseval:

Iz = ) Iexul? et lyll2 = Y Iylu,

i€l kekK

Puisque Te; € Y, T*uy € X et étant donné que {i} x K et I x {k} réalisent des partitions de I X K, on a:
YiallTeillZ = Xiwemkl (Teiluy), %, d’aprés la proposition au point 3.1,

= YietCrexl (Teilug),12), d’apres le théoréme sur le produit des familles sommables [SCHWART, [1961] ],
= YietCrexl(eil T*uy)112), d’aprés I’adjoint hilbertien [SCHWART, [1979] et CHEBLI, [2021] ],

= YrexCiarl (i1 T*uy),12), d’apres le théoréme de Fubini [CHATTERIJI, [1997] ]

= Y exlIT*uill?, par application de I’identité de Parseval.

Donc XicilITe;ll3 = ekl T well?

3.3  Proposition 3.3
Soit T € LC(X,Y). Considérons{e;:i€l}et {fj:je]} deux bases hilbertiennes de X
2

Alors ZieillTe; 13 = Eig[| T ||

Preuve .

On note que si E; ={e;:i€l} et E, = {fj jE ]} sont deux bases hilbertiennes de X, alors la dimension

hilbertienne de E; est égale a la dimension hilbertienne de E, quelque soit dimX. 1l en résulte que les familles
2

(ITesl2ier et ([ITE )

[SCHWART, [1970]].

3.4 Définition 3.1

Considérons T € LC(X,Y). On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt ssi il existe une base hilbertienne
{e; :1 €1} de X telle que X llTe;ll2 < +00. [MESSAOUD, [2017] , BOUMENAKH, [2020] et CHEBLLI,
[2021]].

Remarquons que d’aprés la proposition 3.3, cette définition ne dépend pas de la base hilbertienne {e; : i € I} de X
choisie.

. . s s 2
sont équivalentes et ont mémes sommes, c’est-a-dire Y| Te;ll3 =2je]”Tfj”2
i€]

3.5 Remarque 3.1
D’aprés la définition ci-dessus, pour T € LC(X,Y), on dit que T est de Hilbert-Schmidt si la famille double
(I(Te;jlu)21*) i rerxk de la proposition 3.1 est sommable dans R et sa somme vaut

|(Tey w2 = Y lITey 13 < +oo.

(1K) EIXK iel

Ce qui revient aussi a dire que la famille (||Te;||3);; est sommable dans R, de somme Y| Te; |12 < +o0.

3.6  Notation 3.1
Soient (X, (| );) et (Y, (.].),) deux espaces de Hilbert sur F = R ou C, de normes respectives |||l et ||-]l, . Alors
on note par HS(X,Y), I’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Donc on a :

HS(X,Y) = {TeLCX,Y): T estde Hilbert — Schmidt}
Il résulte de la définition ci-dessus que

HS(X,Y) c LC(X,Y).

__________________________________________________________________________________________________________________|
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3.7 Remarque 3.2

On affirme que si X et Y sont des espaces de Hilbert, alors I’ensemble HS(X,Y) est un espace vectoriel sur F =R
ou C pour les opérations usuelles [GUELFAND , [1967]].

4 Opérateurs de rang fini

Dans cette section, nous nous intéressons aux opérateurs de rang fini entre deux espaces de Hilbert. Un résultat
important est que tout opérateur de rang fini est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

4.1  Définition 4.1
Soient (X, (-] )1) et (Y, (| -),) deux espaces de Hilbert sur IF = R ou C. Considérons T € LC(X,Y). On dit que

T est un opérateur de rang fini ssi le sous-espace vectoriel engendré par T[X] est de dimension finie, [CHEBLI,
[2021]].

4.2  Notation 4.1

Soient (X, (| );) et (Y, (- [ -),) deux espaces de Hilbert sur F = R ou C. Alors on note par Fi(X,Y), I’ensemble
des opérateurs de rang fini. Doncona: Fi(X,Y) = {T € LC(X,Y): T estde rang fini }.

Il résulte de la définition ci-haut que

Fi(X,Y) c LC(X,Y).
4.3  Proposition 4.1

Soit (X, al -)) un espace de Hilbert sur IF = R ou C, de dimension m € N, avec ||| la norme associée au produit
scalaire (- | ). Alors tout endomorphisme T de X est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Preuve :

Soit T un endomorphisme de X. Puisque X est par hypothése un espace normé de dimension m € N, on a d’une
part T[X] < + oo et d’autre part, T € LC(X,X) [SCHWART ,[1970] ].

Soit donnée {e; : 1 <i < m}, une base hilbertienne de X. Vi € {1,--, m}, || Te;||? est un réel > 0. Par
conséquent Y1, || Te;||? est une somme finie, c’est-a-dire X, || Te;||? est  un réel > 0 = Y2, || Te;l|? < +oo et
doncT € HS(X,X).

4.4  Théoréeme 4.1

Soient (X, (- 1)) et (Y,(-|-),) deux espaces de Hilbert sur F = R ou C, de normes respectives ||||; et ||]l,.
ConsidéronsT € LC(X,Y).SIT € Fi(X,Y),alorsT € HS(X,Y).

Preuve :

SoitCunréel > 0etT € LC(X,Y) tel que T est de rang fini. Alors par définition on a T[X] < 4oo. Considérons
B = {e;:i € I} une base hilbertienne de X.

Onadonc B ¢ X=T[B] c T[X]=T[B] < +.

Il en résulte que ’ensemble {Te;:i € I} est fini et donc E = [ est fini. Par suite les || Te;||, sont des réels positifs

en nombre fini. D’ou il existe unréel r =

< tel que
1+cardE q

ITell, <r, VieE;

T C
’ -3- Te. < Vi
C’est-a-dire ” 81”2 S \|TicardE ’ i€eE

=||Te;ll3 < Vi€eE

C
1+cardE ’
=YicellTell < cardE - ——
C’est-a-dire X, Te; 12 < C

Ce qui signifie d’aprés 3.4 que T € HS(X,Y).

<C
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45 Remarque 4.1

Il découle du théoreme ci-dessus que si (X, (- [ -);), (Y, (- | -),) sont des espaces de Hilbert sur un méme corps IF =
RouCetT:X — Y un opérateur linéaire, alors on a I’inclusion:  Fi(X,Y) € HS(X,Y). Et puisque d’apres
3.6,0naHS(X,Y) c LC(X,Y), il vient que

Fi(X,Y) ¢ HS(X,Y) c LC(X,Y)
5  Opérateurs compacts

5.1 Définition 5.1

Soient (X, |I-1l,) et (Y, l|-Il,) deux espaces normés sur un corps IF = R ou C. Un opérateur linéaire T : X — Y est
dit compact si quel que soit un borné A de X (pour ||-|l;), ’ensemble T[A] est relativement compact
[CHEBLI, [2021]], c’est-a-dire si I’ensemble T[A] est compact dans Y.

On note :

CO(X,Y) = {T : X — Y/ Test linéaire et compact}.

5.2 Remarque 5.1

Les caractérisations de ces opérateurs et la structure vectorielle de leur espace sont développées dans bon nombre
d’ouvrages d’Analyse fonctionnelle et autres monographies [CHATTERJIL, [1970] ;SCHWART, [1979];
DIEUDONNE , , [1969] ; TRENOGUINE, [1985] , AMANA, [2012] , BOUMENAKH, , [2020] et CHEBLI,
[2021]].

5.3 Théoréme 5.1

Soient (X, (- | );) et (Y, (- ]-),) deux espaces de Hilbert sur IF = R ou C, de normes respectives |||, et [|-]l,.

Si T € HS(X,Y), alors T € CO(X,Y).

Preuve :

Soit €> 0. On donne T € HS(X,Y) et {e; : i € I} une base hilbertienne de X. Posons C = ||T||ys. Alors d’aprés
la caractérisation du supremum dans ( MUBENGA K., [1984] ), on peut trouver un ensemble J = fini C | tel que

TllTell} > €2 — €2, done Ty lITel3 < €2, (¥)
Considérons I’espace F,; de dimension finie tel que F, = Vect(ej 1j € ]) et son orthogonal F, = Fi qui a pour
base hilbertienne {e; : i & J}.
Soient P; et P, les projections orthogonales sur F; et F, ; onaP, +P, =idX.
PosonsV=ToP,. Alors VEF;(X,Y); et T-V=ToP,. D’ou T—V € HS(X,Y) car HS(X,Y) = idéal bilatére
de LC(X,Y).
Puisque P,ej=© pourj €Jet P,ei=eipour i ¢J,onadonc:

0 siie
(T —V)e; = (ToP,)e; = {Te-S;i]i ell
1

D’ou [IT = Vlls = Ziaill(ToP)el13 = ZigylITesll3, ()

Pour x €X, tel que [[x|| <1,0ona:

ler =yl = [|Tx =T (xley), e
] )
=[O clenes = > (xley) e
i€l i€l
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= [T eden

i€ 2

= [ clens e
i€ 2

< D Ielesl- 1Tl
i¢J

< gl xlep,[? - fZieIIIT(ei)II2 , inégalité de Cauchy-Schwartz

< |Ixll; - €, d’aprés (*).

< le=c¢
Ainsi, ’ensemble M = {||(T — V)x|[, : x € X et ||x]| < 1} est majoré par le réel &. D’ou supM < &, c’est-a-
dire IT— VI, <E€.
Ce qui signifie que T est limite, en norme d’opérateurs, d’une suite d’opérateurs de rang fini.
Selon les caractérisations de la compacité d’une application linéaire [SCHWART, [2022] et TAHAR, [2022] ],
on conclut que T est adhérent a I’ensemble des opérateurs de rang fini et donc T est compact.

5.4  Théoréme 5.2
1) Si X, (1)) et (Y,(]-),) sont des espaces de Hilbert sur F = R ou C, de normes respectives [|-|[; et
[I-Il,, alorsona:

Fi(X,Y) € HS(X,Y) € CO(X,Y)  LC(X, Y).
Soit (X, (- | -)1) et (Y, (- | -),) des espaces de Hilbert sur IF = R ou C, tel que X ou Y est de dimension finie .Alors
Fi(X,Y) = HS(X,Y) = CO(X,Y) = LC(X,Y)

Preuve :

Notons qu’en 4.5 et 5.3. nous avons établi les inclusions

Fi(X,Y) c HS(X,Y) et HS(X,Y) c CO(X,Y)=Fi(X,Y) c HS(X,Y) c CO(X,Y).

En supposant X et Y normés donc sans exiger que X et Y soient des espaces de Hilbert, nous savons que
CO(X,Y)c LC(X,Y) [BOUMENAKH ,[2020],SCHWART, [1979]] . Ce qui achéve (1).

Si dimX < +oo alors T € LC(X,YV)=>dimT[X] < dimX < oo d’ou T € Fi(X,Y). Si dimY < 4o alors T €
LC(X,Y) = dimT[X] < dimY < +ooetdoncT € Fi(X,Y). Par suite LC(X,Y) c Fi(X,Y),doule
résultat a cause de (1)

6  Représentation spectrale des opérateurs des Hilbert-Schmidt

6.1 Théoréeme 6.1
Soit (X, al -)) un espace de Hilbert séparable sur R ou C, de norme ||+||. Considérons T € LC(X,X) tel que T est

hermitien compact et (A,),»; la suite des valeurs propres non nulles de T. Alors T admet la représentation
spectrale :

+0o
T= Z AP,
n=1

ol P, est la projection orthogonale de X sur E, = Ker(T —A,Idy).

Preuve :

Soient A, A,, -+ les termes de la suite des valeurs propres différentes de 0 de T. D’apres le théoréme spectral , on
a pour tout n €N :
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Aul > A4, | [CHATTERJI, [1998] ],

Toujours par le méme théoréme on sait que I’ensemble o(T) n’est pas vide. Et puisque T est hermitien compact, il
existe A, € o(T) tel que

Al =IITIl.
La suite (A,),»1 peut étre finie ou infinie dénombrable. Si elle est infinie, d’aprés le théoréme spectral, on a :
lim A, =0, (i)
n—+oo

Soit g € N. Pour tout k dans {1, 2, -, q}, E, = (T —A,ldy) est le sous-espace propre correspndant a la valeur
propre 4, # 0. On sait de plus que E,, est de dimension finieetona E, L E,, pour k # ¢ dans {1,2,--,q}.
Considérons Pk le projecteur de X sur E,, . Alors : P - p, = B8y, , oU p, désigne la fonction spectrale de T avec

(0 si A<m=inf{(Tx|x): l|Ix]| = 1}
pe() = {I si A =M = sup{(Tx|x): ||x|| = 1}

et
I=Y._ B pouri>Aiq.

De ce qui précede, on peut écrire :
IoT =X, ToR , (i)
Si x € X, alors PkXEEAk. Il s’en suit que ToPx = A Pcx, c’est-a-direvVk = 1,2,..,q, ona
ToPk =AkP, (i)
D’ou, on a: p,0ToP, = &, A B = 6y, ToPy

£
Posons (ekt)t'_‘1 , #x € N, labase orthogonalede E, .Alors

Pk = Zfil( |€kt)€kt eth.x = Ziil(x|ekt)ekt, V X € X
Ainsidoncvx € X.,ona:

73

PyoTx = Z (Tx|ekt)ekt

t=1

tx
= Z(xu'kekt)ekt
t=1
Yk
= Ak z (x|ex, e,
t=1
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= Ak' ka
= TOka
=P,0Tx
=ToPrx, (iv)
Sinous notons parS; =P, , S, =P, +P, , ..., nous obtenons la suite (S,),>, telleque S, = X7_, P etona:

ToS, = Xp_, ToB , (V)
Par suite, ona:
ToS,= S,0T0S,, , (vi)
Les relations (iv) et (vi) impliquent :

S,oT = S,0ToS, = ToS, , (vii)

n
Puisque S, est le projecteur de X sur @ E, , on sait que (Idx —S,) est le projecteur de X sur
k=1
n
@ E;%k [TRENOGUINE, [1985] | . Appliquons (vii) au projecteur (Idy — S,):
k=1

To(Idy —S,) =T — Y2, Ac P = (Idg — Sp)oTo(Idy — S,) = (Idy — S,)oT , (viii)

Comme T est compact et Sn borné, d’aprés les propriétés des opérateurs compacts,To(Idy — S,) est compact
[SCHWART, [1970]; TRENOGUINE , [1985] ], . Montrons que les valeurs propres non nulles de
To(Idy — S,,)sont les nombres A, q, Apiq, =+, etc.

En effet, supposons que :

(To(ldy —Sp))x =Ax,A# 0 et x # 6
Alors
[(Idg — Sp)oTo(Idy — S,)] x = A(Idx — S,)x
D’ou
(To(Idg — Sp))x = A(Idy — Sp)x

Ce qui prouve que, si x est un vecteur propre de To(Idy — S,,) alors (Idy — S,,)x est un vecteur propre de T, donc
que les valeurs propres non nulles de (Idy — S,)oT appartiennent a I’ensemble {7, : k € N} des valeurs propres
deT.

Pour A =4, 0ona:

(Idg — S,)x = Peo(Idg — S,)x

_{O si k<n .
"B si k>n'(lx)

Donc To(ldy —S,) a pour valurs propres I’ensemble {A,,{,A 45, -} Et puisque T est compact, et que

[ITIl. = IA,], ona donc
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”TO(IdX_ Sn)”* = |}\n+1|

Supposons que le nombre N de valeurs propres non nulles de T est fini, ¢’est-a-dire N € {1, 2,,---n}, n €N. Alors
d’aprés la relation (ix), on a [|To(Idx — Sy)x|| = 0.

=L’ensemble{[|To(Idy — S,)x|| : x € X et ||x|| = 1} est majoré par 0
=0 < sup{]|To(ldy — S )xIl : x€X et [[x]|=1}<0
=|To(ldx = S)Il. =0, (x)

Mais alors la relation (x) donne :

0 = [ITo(Idgx — SIl. = IT — ToS,|l.

W) N N
= T—ZTOPk = T—Z?\kPk
k=1 . k=1 .
N
= ||IT- Z ME|l =0
k=1

*

= T— XN AP« =2z (avec z’opérateur nul)
= T=X &P (Xi)

Pour N infini, alors on applique la relation (i) pour avoir :

lim [|[To(Idx — Sl = lim [All[1dg — Sull. = | lim A, | [lIdg = S,ll, =0
n-+oo n-+oo n—-+oo

Or

ITo(ldx — Sl =

n
T— Z AP
k=1

.
D’ou il vient que

lim =0
n—+oo

n
T— Z AP
k=1

*

Ce dernier résultat revient a dire :
Vv réel £¢>0, 3k € N tel que
vn(n€N et n>k)= |IT -2 A,P,ll. < e [DONEDDU, [1984] ]

Ce qui signifie que la série X.; A, P, est convergente dans LC (X, X)(pour ||:||,) etelle converge vers T.

On écrit :
400
T=) AP
n=1

6.2 Théoréme 6.2

Soit 1 un ensemble infini non dénombrable et (X, (- | -)) un espace de Hilbert de dimension hilbertienne égale
cardl > y;.ConsidéronsT € LC(X,X) telque T € HS(X,X) et la famille (};);; de valeurs propres non nulles
de T. Alors T admet la représentation spectrale :
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ol Pidésigne la projection orthogonale de X sur E,, = Ker(T — A;Idy).

Preuve :

Soit un réel &> 0 et considérons {A; : i € [} = op(T) , ensemble infini non dénombrable . Alors on sait que
op(T) \{0}={):ie}esttelque lim (S, KeFI1),<)=0

ou (S, K € &(I), <) est la suite généralisée engendrée par la famille (4;);¢; . Soit J < I avec J finie. Alors pour
touti € J, E,, = Ker(T — A;ldy) est le sous-espace propre correspondant a la valeur propre 2; # 0. Aussi, sait-on

que E,, est de dimension finie etona E,, L E, pouri# tdansJ.

Posons: Gy = @ E, et F;=Gj

ie]
D’apres SCHWART, [1970] et KOITA , [2021], ona F; ¢ X etT hermitien =T[F)] c F;etI’opérateur Tg; induit
par T sur FJ est un opérateur hermitien compact tel que

%p (Tpy )\ {0} = (s i€ B\ Dy i €]
={A:1€el\]}

De plus, la norme d’opérateur de TF] est donnée par :
|Te,|| =max{inl:i€1\J} . () [CHATTERII, [1998]]

Pour chaque i € ], considérons P; le projecteur de X'sur E, . Si x € X, alors Bx € E,,. 11 s’en suit que
ToP; x = \P; X ; ¢’est-a-dire pour chaque j € J,
ToP, = A; P, (ii)
Etcomme G; = @ E,,, le projecteur orthogonal de X sur GJ est Yigy B;. Dés lors pour x € X, ona:
i€
! x = x; + yjavecx; = X b x € Gy ety; € Fj
D’ou
Xx—DigPx=x—-x =y €F,

On obtient d’une part,
”T(X —2Zig PiX)” = ”TX - T(ZiE] PiX)”'
= [[Tx = Ziy(ToP)x]|, (i)

D’autre part,
T x—ZPix = TF] X—ZPiX
i€]J i€]
< |7 | =Sl . )
Mais puisque X;¢; Px est le projecteur de X sur GJ, on sait que I’application (1dy — Yig P,) est le projecteur de
X sur G]l = F; et d’apres les propriétés de la projection orthogonale on a :
llx — Xig; Px|| = ||(1dx — iy B)x|| < lIxIl (v) [TRENOGUINE, [1985] ],

En tenant compte de (v), la relation (iv) devient :
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T x—ZPix < ||TFJ||*- [l

i)

= max{[A;] - i € I\J}- [IxIl, (vi)
Or d’apres (ii), (ToP,) = 4;B;.
D’ou (iii) s’écrit :

T X—ZPiX = TX—Z?\iPix

] i€]
= [|(T = ZigAR)xl|, (vii)
Les relations (vii) et (vi) donnent :

T—ZAiPi x| < max{iAl i e 1\ 3 lIxll
i€J
Pour |[x|| # 0, on recourt aux résultats sur les familles sommables dans un espace de Banach [BOUVIER, [1971]
] pour conclure que I’ensemble
. & . .
K= {7\1 :i€l avec |A]l = m}est fini.

Mais alors v J €g(l) avecK cJ et K fini,ona:

T— Y AR ||| <maxgnl i€\ Il
i€]
< max{|A| : i€ I\K}-[Ixl
< E.

Donc

T—Z?xil’i x|l <e

ie]
Et ainsi ’ensemble
D = {||(T - ZigAP)x|| : x€X et [Ixll = 1}est majoré par e. Il s’en suit que supD <e, c’est-a-dire
(T~ Zig 7\11’1)”* s¢
Résumé: Vv réel £ >0,3 K €F(l) tel que
K cjc I et]fini :”(T—Zieﬂ\ipi)”* <e.
Donc d’aprés la caractérisation de familles sommables, la famille (A;P,);¢; est sommable dans LC (X, X) [pour
[I]l.], de somme T [BOUVIER, [1971] ; CHOQUET, [1964] ] . D’ou on écrit par définition

i€l
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7  Conclusion perspectives

Cette étude a conduit a 2 principaux résultats :
1. Le lien entre les ensembles d’opérateurs Fi(X,Y), HS(X,Y); CO(X,Y)et LC(X,Y)
a) Si (X,(-1-)y) et (¥,(-1-),) sontdes espaces de Hilbert sur F=R ou C, de normes respectives ||-||,
et||-l,, alorson a:
Fi(X,Y) € HS(X,Y) c CO(X,Y) c LC(X,Y)

b) Soient (X,(-]1-),) et (Y,(-]-),) des espaces de Hilbert sur F =R ou C, tels que X ou Y est de
dimension finie. Alors

Fi(X,Y) = HS(X,Y) = CO(X,Y) = LC(X,Y)

2. Lareprésentation spectrale des opérateurs de Hilbert-Schmidt
Soir X un espace de Hilbert sur F=R ou C.
a) Si T est hermitien de rang fini, alors
T € HS(X,X) = Fi(X,X) = CO(X,X) = LC(X,X)
et T admet la représentation spectrale :
T = XN_, APy, (N €N) ;avecP, la projection orthogonale de X sur E;, = Ker(T — Aldy) ,
et T la somme d’un nombre fini des termes.
b) Si T est de dimension infinie et X est séparable, alors
TeHSX,X)=T €CO(X,X) n Herm(X)
et T admet la représentation spectrale :
+ 00
T= AP,
n=1

ou P, est la projection orthogonale de X sur E, = Ker(T —2,Idy) et T est la somme de Y32 A, P,, série

convergente dans LC(X, X) [pour |I-][,].
c) Si T est de dimension infinie et X est non séparable, alors

T € HS(X,X) = T € CO(X,X) N Herm(X)

et T admet la représentation spectrale : T = Y., A;P;
etavec P; la projection orthogonale de X sur E;, = Ker(T — A;Idy), T la somme de la famille (4;P;)ia sommable

dans LC (X, X) [pour ||:||.]. Et I ’ensemble infini non dénombrable tel que cardl = dimension hilbertienne de X.
Cette étude reste une question ouverte lorsque nous considérons ;

- L’espace des opérateurs de puissance p- nucléaire (avec p>2)
- L’espace des opérateurs de classe- trace.
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